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Nous proposons dans ce memoire une etude des continua dans les espaces
metriques compacts. Nous avons ainsi etabli deux proprietes des continua, mais
aussi caracterise une position relative de deux continua dans Ie sous-ensemble
compact [0,l]x[0,l]. Enfin, nous avons aborde 1'etude des continua localement
connexes. Ie theoreme de Hahn-Mazurkiewicz,
Nous appliquons ensuite ces resultats a 1'indice de point fixe. En 1995, J.-M.
BELLEY et G. FOURNIER, dans leur rapport [I], ont presente une etude de
problemes variationnels par la methode de continuation; ce travail sera a la base
du deuxieme chapitre de ce memoire.
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Les intervalles fermes et bomes de ER possedent des proprietes topologiques
remarquables, connues depuis fort longtemps. Toutes ces proprietes decoulent du
fait que de tels intervalles verifient la condition dite de HEINE-BOREL-
LEBESGUE, ainsi ces intervalles fermes et bornes sont dits compacts. Par
exemple, si dans un espace metrique (X,d), les boules fermees ne sont pas
compactes et si A est un sous-ensemble ferme de X, m e(X \ A), il n'existe pas
necessairement ou il existe plusieurs a dans A tel que d(m , a) = d(m , A) =
inf{d(m , a) / a e A}, c'est-a-dire que 1'on ne peut pas parler de « project on »
dans cet espace! Pour remedier a cela, les analystes ont decouvert que si la
distance induite par la norme sur un espace norme complet satisfait a 1'identite du
parallelogramme et si la partie fermee A est convexe, la notion de « projection »
ou de « la plus courte distance » existe dans ce cas, sans que la boule unite y soit
compacte! L'absence de la compacite de la boule unite d'un espace a done
participe a la naissance de 1'analyse hilbertienne. F. Riesz avait etabli que si un
espace norme est de dimension infinie alors sa boule unite n'est pas compacte. En
particulier, dans C(X), 1'espace des fonctions continues d'un espace compact X
dans Ie corps des complexes C muni de la topologie de la convergence uniforme,
les sous-ensembles fermes et bomes ne sont pas compacts; la encore nous avons
Ie theoreme d'Ascoli, un precieux critere qui permet de caracteriser les parties
relativement compactes de C(X). Mais nous savons aussi comment Alaoglu-
Bourbaki a introduit dans un espace de Banach de dimension infinie, une autre
topologie dite affaiblie, plus faible que la topologie de la norme, mats pour
laquelle la boule unite devient compacte. Bref, nous n'en finirons pas sur Ie role
qu'occupe la notion de compact en mathematiques, et 1'elan qu'elle a donne pour
Favancement des differents concepts en analyse.
Un intervalle de IR est forme d'une seule partie, d'un seul tenant. En regardant
une figure geometrique, chacun salt dire si elle est formee d'un ou de plusieurs
morceaux disjoints; la connexite est la notion mathematique qui correspond a
une telle realite physique. Elle est elle aussi a la base de plusieurs resultats en
analyse, en particulier Ie theoreme des valeurs intermediaires. Ie theoreme du
prmcipe des zeros isoles des fonctions analytiques et j'en passe encore! Comme
les sous-ensembles compacts, les parties connexes sont des invariants. Les
intervalles fermes et bomes de IR reunissent done les deux proprietes. Dans ce
memoire, nous allons etudier les CONTDsfUA, les sous-ensembles compacts et
connexes, en particulier dans un espace compact.
Rappelons que Frechet « Sur quelques points de calcul fonctionnel » [1906]
fut Ie premier a employer Ie terme « compact »; il 1'avait applique dans un espace
metrique pour definir une suite de points qui content une sous-suite convergente.
Hausdorff [1914] a ete Ie premier a notifier que la definition actuelle, en terme de
la condition de Heine-Borel-Lebesgue, est equivalente a la definition de Frechet
dans un espace metrique. Enfm, il revient a Alexandroff et Urysohn [1924] d'avoir
ete les premiers a appliquer ces definitions dans les espaces topologiques plus
generaux. La deuxieme notion, la connexite dans sa version moderne, avait ete
proposee pour la premiere fois par C. Jordan [1893]; mais independamment
Schoenfliesz [1904] a enonce Ie meme resultat. Mais avant C. Jordan, c'est G.
Cantor [1879] qui fut Ie premier a definir la connexite d'un sous-ensemble par la
technique des points bien enchaines. Une etude systematique des espaces
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connexes fut initiee par F. Hausdroffen [1914] et par B. Knaster et K. Kuratowski
en [1921]. Ainsi Cantor a introduit la notion de continua mais la version moderne
de ce concept est due a C. Jordan. Depuis, 1'etude des continua a connu de grands
progres par Ie concours de plusieurs eminents mathematiciens comme
MAZURKffiWICZ, K. KURATOWSKI [10], W. SIERPINSKI [15] et T.
WHYBURN [16] ...; nous avons simplement cite ceux dont les travaux nous ont
aide dans la redaction de ce memoire. Tout recemment S.B. NADLER [13] a
public son livre intitule «A continuum theory»; et comme celui de
K.KURATOWSKI (Topologie II) ce livre de S.B. NADLER nous a beaucoup
inspire pour la redaction du chapitre 1.
Ce memoire done, est divise en deux chapitres; Ie premier est consacre a
Fetude systematique des continua dans les espaces metriques compacts et Ie
deuxieme a une application de ces resultats a la theorie de 1'indice de point fixe.
Voici done les differentes etapes qui composent ces deux chapitres. Rappelons
encore que dans IR nous avons la propriete dite des segments emboites, c'est-a-
dire que toute suite decroissante d'intervalles fermes (segments) de IR possede
une intersection non vide. Nous obtiendrons un resultat similaire pour les
continua dans un espace metrique compact; Ie theoreme 1.1.2 qui est connu sous
Ie nom de « methode du nid ». Ce theoreme est un des piliers de la theorie du
continuum; il permet en particulier de construire des exemples de continua.
L'etude des continua utilisera la notion d' « etre bien enchaine », notion qui est a
la base de la definition de la connexite selon G. Cantor dans un espace compact.
Nous aborderons dans cette premiere section aussi une technique permettant de
separer deux points d'un espace compact, voir proposition 1.1.4. Nous
generalisons ce resultat dans Ie chapitre 2 par la proposition 2.1.2. Comme la
demonstration du theoreme 1.1.2, notre deuxieme contribution sur F etude des
continua est Ie theoreme 1.1.5, une autre propriete des continua dans les espaces
compacts. Ce resultat est a la base du deuxieme chapitre. Enfin nous cloturons
cette premiere section par un resultat sur une position relative de deux continua
dans Ie compact [0,1]^. Nous ferons appel au theoreme de separation de Jordan
pour demontrer ce resultat.
La deuxieme section du premier chapitre sera consacree a une etude detaillee
des continua par Ie concept de connexite locale. La connexite locale n'est pas un
invariant. Nous etablirons que tous les continua localement connexes, c'est-a-dire
les espaces de Peano, sont des courbes, un theoreme du a Hahn-Mazurkiewicz.
Le theoreme est tres puissant et sa preuve est tres ardue. II existe une abondante
litterature sur ce theoreme. Nous nous sommes inspires de la methode de
Sierpinski pour atteindre cet objectif. En theorie de 1'homologie simpliciale pour
discretiser 1'espace topologique, on utilise la methode de triangulation. La
technique de Sierpinski est similaire a cela; elle consiste a decomposer Ie sous-
ensemble en une reunion finie de sous-ensembles connexes de diametre tres
reduit. Lorsqu'on aura done fini de decomposer ce continuum local ement connexe
par cette methode dite de Sierpinski alors un detour vers les fonctions multivoques
achevera la construction de la fonction qui sert de parametrage de ce continuum
localement connexe.
Enfln la troisieme section de ce chapitre permettra de visualiser la methode du
nid et Ie theoreme de Hahn-Mazurkiewicz. Les exemples abordes sont un
continuum indecomposable, un parametrage du carre [0,1] et enfin Ie tapis de
Sierpinski.
Le chapitre 2 est compose de trois sections. La premiere section debutera par
deux criteres (propositions 2.1.1 et 2) qui permettront de separer un point d'un
ensemble et aussi un sous-ensemble d'un autre; la technique utilisee ici encore est
la methode d'« etre bien enchame»; nous ferons appel a ce resultat pour
demontrer Ie theoreme du continuum. Enfln, dans cette meme section nous
etablissons Ie deuxieme resultat principal de ce memoire. Ie theoreme du
continuum, ce theoreme nous fournit un critere qui pennet de mettre en evidence
les continua cTun compact de [OJ]Z. Nous avons d'abord donne une
demonstration au probleme pose par G. CHOQUET [4]; dans ce resultat nous
pouvons reconnaitre si un ferme de [0,1] est un continuum ou non, mats il offre
aussi une generalisation du theoreme de point fixe de Brouwer sur [0,1]. Cette
illustration elementaire nous permettra d'aborder et de mieux cemer Ie theoreme
du continuum.
La deuxieme section sera consacree a un rappel sur Fmdice de point fixe de
Lefschetz. Rappelons que L.E.J. Brouwer, par la methode d'approximation
simpliciale, a demontre que toute application continue d'une boule sur elle-meme
a necessairement un point fixe. Ainsi les theoremes d'existence de points fixes
ont trouve de nombreuses applications, notamment en analyse classique, et en
analyse fonctionnelle, car 1'existence d'un point fixe implique par exemple
1'existence d'une solution de certaines equations (voir introduction ch. 2). Ces
travaux ont ete etendus entre autres par BIRKOFF, par SCRAUDER et par
LERAY [12]. Ces theoremes d'existence de points fixes peuvent etre precises
davantage par la notion de Pindice, introduite par Poincare en 1885. Lefschetz
donna en 1923 une fomiule rattachant Ie nombre algebrique des points fixes ,
c'est-a-dire la somme algebrique des indices, a des proprietes des
homomorphismes qu'une application continue induit sur les groupes
cThomologie; Ie resultat de Lefschetz etait valable seulement pour les varietes et
ce fut Hopf qui 1'a etendu au cas des polyedres. La formule de Lefschetz-Hopf a
done permis de generaliser des resultats dus en particulier a Brouwer dans Ie cas
de la sphere a deux dimensions. Voici brievement cette technique de Lefschetz.
Elle utilise done la plus ancienne des methodes de la topologie algebrique:
associer a tout espace topologique un ensemble muni d'une structure algebrique.
On commence d'abord par trianguler 1'espace, du polyedre ainsi obtenu est
associe, par la methode simpliciale, Ie groupe d'homologie (espace vectoriel);
d'autre part 1'application continue sera approximee par une application simpliciale
qui a son tour induit une application lineaire dans 1'espace vectoriel d'homologie.
Alors la trace de cette application lineaire induite est 1'indice de Lefschetz de
F application continue initiale.
Notre contribution consiste done a etudier 1'ensemble des points fixes d'une
application continue. Nous etablissons Ie theoreme du continuum(proposition
2.3.3) en rempla^ant 1x1 de la proposition 2.1.4 par Xxl ou X est un espace
euclidien de dimension finie. A la liste des proprietes de 1'indice (point flxe,
homotopie, addition, excision et normalisation) s'ajoute done cette propriete du
continuum. Nous cloturons enfin ce chapitre en extensionnant la propriete du
continuum au cas ou X est de dimension infinie (proposition 2.3.5). Ces resultats
sur la propriete du continuum de Pindice du point fixe sont originaux, ils ont ete
obtenus conjointement avec Ie professeur Gilles FOURNIER [1]. Pour ce faire,
voici comment nous avions aborde Ie probleme. L'espace X etant de dimension
infinie, nous commen^ons done par Ie decomposer en une reunion denombrable
de sous-espaces de dimension finie dont la reunion est dense dans X et d'autre
part F application continue sera approximee par une suite des fonctions continues
dont chaque terme est restreint au sous-espace de dimension flnie, ce qui ramene
la situation au cas de dimension finie. Ici done intervient favorablement Ie
theoreme 1.1.5 pour demontrer la propriete du continuum en dimension infinie.
Chapitre 1
LES CONTINUA DANS LES
ESPACES METRIQUES
Ce chapitre est essentiellement consacre a 1'introductiun du concept de
Continuum qui est du en partie a C. JORDAN [8] . Quelques proprietes de base
seront developpees pour la suite. Nous terminerons ce chapitre en dormant
quelques exemples de continua. Signalons que nous prefererons Ie terme
continuum dont Ie pluriel est continua au lieu de continu .
Dans tout ce qui suit, sauf indication contraire, X designera un espace metrique
dont la distance est d. Void quelques notations habituelles:
B e (xo): la boule de centre XQ eX, de rayon £ > 0
B,(A)-(JB,(X),A£X
xeA
Q (A) ; la frontiere de A, A c X
diam (A): Ie diametre de A, A c X
d (p,A) = min {d(p,x)/ xeA}, peX, A c X
F designe Ie carre [0,l]x[0,l]
J={t}xletlt=lx{t},te[0,l].
1.1 LES CONTINUA
La connexite et la compacite d'un espace topologique sont deux proprietes
tres importantes, mais dissemblables; reunies, ces deux proprietes nous
procurent la notion de continua. Nous aliens aborder ce paragraphe par 1'une
des plus importantes techniques qui nous permettent de construire des
continua interessants; c'est Ie theoreme 1.1.2 , dit methode du nid. Nous
illustrerons cette technique par quelques exemples dans Ie paragraphe 1.3.
La methode du nid est centrale en theorie du continuum. Non seulement,
elle nous permet de construire des exemples, mais elle est aussi la de pour
prouver plusieurs theoremes. Cette methode du nid est utilisee pour construire
des fonctions continues et dans notre etude, nous la retrouvons par exemple
dans la demonstration du theoreme 1.2.7.
Nous etablissons aussi dans ce paragraphe la proposition 1.1.4; ce resultat
permet de reconnaitre si les composantes connexes de deux points d'un
compact sont separees ou non. Nous allons retrouver cette proposition 1.1.4
dans la preuve du theoreme du continuum du chapitre 2.
Signalons maintenant notre contribution sur 1'etude des contmua, elle est
donnee par les theoremes 1.1.5 et 1.1.6. Soulignons que Ie theoreme 1.1.5 nous
ouvrira la voie pour generaliser Ie theoreme du continuum, dans Ie cas des
espaces de dimension infinie.
L'approche pour laquelle nous avons opte pour atteindre ces objectifs est la
methode de G. Cantor; elle consiste a etudier les espaces connexes par la
notion d' « etre bien enchaine ».
Ce paragraphe est inspire de K. KURATOWSKI [10], de T. WHYBURN
|16] et de S. B. NADLER [13].
Definition 1.1.1
Soft A un sous-ensemble non vide de X ; on dit que A est un continuum s 'i! est
compact et connexe.
Remarques 1.1.1
Certaines proprietes des continua sont des consequences immediates des
theoremes sur la connexite et la compacite . En voici done quelques unes :
a) Le produit de continua est un continuum . Inversement , si un produit d'espaces
non vides est un continuum , chacun d'eux est un continuum.
b) La reunion finie de continua dont les intersections deux a deux sont non vides,
est encore un continuum.
c) L'image continue d'un continuum est un continuum.
d) Toute composante cormexe cTun espace metrique compact est un continuum .
Definition 1.1.2
Soil s> 0. On dit qu'une famillefinie d'elements (di, a^ ...,a^ ) de X est
une E- chame , si cl(a, , a,^i) ^ e pour i = 1, m-1
Deux points x et ydeX sont dits bien enchames si quel que soit E > 0
il exist e une E- chame (aj , a^ ... ,a^) de X telle que aj =x ef a,,, = y.
Lemme 1.1.1
Soient s > 0 etaeX. Soil Ee(a) I'ensemble des points de X qui peuvent
etre relies a a par une £ -chaine . Alors E^a) est a la fois ouvert et
ferme.
Demonstration
Eg (a) estunouvert car si XQ e Eg (a) et si x e Be(Xo) alors il est clair
que xe Ee(a).
D'autre part E g (a) est ferme car si XQ ^ Eg(a) et si x e Be (xo) alors
x ^ Eg(a). 0 D
Proposition 1.1.1
Un sous-ensemble compact A de X est un continuum si et settlement si
deux points quelconques de A sont bien enchaines
Demonstration
Supposons A connexe . Soit done a e A , alors Eg(a) est non vide ( car
contenant a ) ouvert et ferme d'apres Ie lemme precedent, ainsi Eg(a) = A.
Maintenant si xety e A, alors il existe un s-chame (ai,a2,...,an) qui relie x a a et
telle que ai = x et an = a. De meme il existe un 8-chaine (bi,b2,...bm) qui relie
y a a et verifiant bi = y et bm = a; Ainsi (ai,a2,...an,bm.i,bm-2,...,bi) est une e-chaine
qui relie x a y.
Supposons maintenant que A ne soit pas connexe.
Soit U u V une disconnexion de A. Mais puisque A est compact alors les
complementaires dans A de U et de V sont des compacts non vides et
disjoints et done il existe E > 0 tel que la distance entre eux est egale a e. Par
consequent, un point de U ne peut done etre relie a un point de V par
une 8/4- chaine de A et ainsi les points de A ne sont pas bien enchaines. D D
Remargue 1.1.2
Cette notion d' « etre bien enchaine » permet de simplifier considerablement
1'etude des continua dans les espaces metriques. Toutefois les deux notions , a
savoir la connexite et « etre bien enchame » ne sont equivalentes que lorsque
F ensemble est compact. Considerons en effet 1'ensemble des rationnels muni
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de la topologie usuelle de IR, il est bien enchaine mais 1'on salt fort bien qu'il
n'est pas connexe.
Lemme 1.1.2
Soil {X, }, ^o unefamille denombrable d 'espaces metriques compacts telle
quo X, -3> Xj+j et soil
x^ == n^.
;so
Sj Vest un ouvert de Xj tel que U ZD Xoo , alors il existe N tel que U z)
Xi, pour font i ^N.
Demonstration
Soit Fk={xeXi| xeXk\U},k=l,2,3,....
Alors Fk est ferme pour tout k et les F^ forment une suite decroissante de
fermes dont 1'intersection est vide. Alors d'apres la propriete de V intersection
finie, il existe N tel que FN = 0 , c'est-a-dire pour tout i ^ N, X, c U. D D
Lemme 1.1.3
Soft s > 0 et {X, }, ^o unefamille denombr able d 1espaces metriques compacts
telle que pour tout i .> 0 on ait X, =)Xj+i et soil
Xoc= [ \Xi
i >:o
Si, pour tout /, tout couple de points de X, peut etre relie par une s -chame




D'apres Ie lemme precedent, il existe un entier N tel que
XN c=B,/2(X,) = |JB.(X)
xeX,
Si a et b sont deux points de Xoo , on peut par hypothese les relier dans XN par
une s-chaine
( ai, a2, 03,.. ^a^) telle que ai = a et a^=b
Pour tout i compris entre 2 et m-1, prenons un point x; dans 1'ensemble B 5/2 (^i)
n Xoc, qui n'est pas vide. Ainsi nous obtenons la liste
(a,X2, X3,....Xm.i, b)
qui est bien une 2s - chame dans Xoo, car
d(Xi, Xi+i) ^ d (Xi ^) + d(ai ,ai+i) + d(ai+i ,Xi+i) ^ 8/2 +s + 8/2. 3D
Theoreme 1.1.2
Soft {X, }i eK une sulte ^e continua telle que X, ID X,+i
co
et soil X^ = ^\X, .
;=1
Alors X» est un continuum.
Demonstration
Nous supposons tous les X; non vides (car alors la proposition est immediate)
a) Xco est compact, car il s'agit d'un sous ensemble ferme du compact Xi
b) Xco est connexe.
En effet d'apres Ie Lemme 1.1.3 , deux points quelconques de Xoo sont bien
enchames et, par la proposition 1.1.1, Xoo est un continuum. D D
Definition 1.1.3
Soil K un sous-ensemble compact de X et soft a e K.
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On appelle composante connexe de a dans K la reunion de ious les sous-
ensembles connexes de K contenant a; on la note Cs (a).
Remargue 1.1.3
a) CK ( a ) est connexe d'apres la remarque 1.1.1 b). II est non vide car
{a} est contenu dans K.
b) CK ( a ) est ferme, car sa fermeture etant connexe lui est done egale ; c'est
Ie plus grand continuum de K contenant a.
C) { CK ( X ) } x g K forme une partition de K .
Proposition 1.1. 3
Soit K un compact de X et soient a et b deux points de K. Les conditions
suivantes sont equivalentes :
(i) b €CK (a)
(//) a el b sonl bien enchames dans K
Demonstration
(i)=>(ii)
Si b <= CK ( a ) alors, d'apres la proposition 1.1.1, a et b sont bien enchaines dans
CK ( a ), done dans K.
(i)<= (ii)
Soit m > 0 et E i/m (a) 1'ensemble des points de K pouvant etre relies a a par
une (l/m)-chaine dans K. D'apres Ie lemme 1.1.1, c'est un ferme de K et done
Ei/m (a) est compact. Considerons maintenant la famille { Ei/ m+n (a) } n s o ,
formee d'une suite decroissante de compacts; pour tout k >: o nous avons
E i/m (a) ZD Ei/m+k (a), c'est-a-dire deux points quelconques de E i/m+k (a)
peuvent etre relies par une (l/n)-chame et done d'apres Ie lemme 1.1.3,




Comme ceci est vrai quel que soit m , tout couple de points de 1'ensemble
compact Eec sont bien enchaines, et done Eoo est un continuum. Ainsi Eoo c
CK (a). Nous venons done de montrer que si b est bien enchame a a, alors b e
CK(a). D D
Proposition U. 4
Soft K un sons ensemble compact de X et soient x et y deux points de K tels
que CK (x) ^ CK (y)- Alors il existe deux ouverts disjoints U et V de X tels
que x e U et y <= V et K cz U uV .
Demonstration
D'apres la proposition 1.1.3, nous avons
CK(X)=H£.(X)
r>0
Puisque CK(X) et C^y) sont distinctes alors leur intersection est vide;
il existe done r > 0 tel que y t Er(x). Mais d'apres Ie lemme 1.1.1, Ej-(x) est a la
fois ouvert et ferme, par consequent Er(x) et K n (X \ Er(x)) sont des compacts de
K dont la distance entre eux est strictement superieure a r. Posons maintenant
U = Br/2 (Er(x)) et V = Br/2 (K H X\Er (x)) et on obtient ainsi la conclusion
demandee. D D




Soient K un sous-ensemble compact de X et { €„ } new une sulte ^e continua
contenus dans K. Supposons de plus qu 'il existe uno suite a,, —> a telle que
a^ e €„. Alors Coo = {xe K jBx^ —> x, avec x^ e C^^ et k(n) —> oo }
est aussj un continuum.
Demonstration
On peut supposer que les Cn sont tous non vides.
a) Verifions tout d'abord que C^ est compact
K etant compact alors il nous suffira d'etablir que C^ est ferme,
Soit done (y?) p > i une suite de Coo et y? ^ y. Nous aliens alors montrer que y e
C^ , c'est-a-dire qu'il existe une suite (Xn)n^i telle que Xn e Ck(n), pour n^l, ou
k(n)—> oo et cette suite converge vers y.
Construisons par recurrence cette suite.
Puisque yi e Co;, alors soit {yi. n }n ^ i une suite telle que yi. n e Cn , pour
chaque n ^1 et que
V].n -> Y}, pour une suite croissante d'indices rik ^ oo avec k.
Choisissons ni= n^ parmi les ni, et posons x^ = y in, et satisfaisant a
d(Xn,.yi) ^ Y . avec x^ eCn,
Supposons ni < n2 < . . . < Up.i et x^ x^ ..., x^ sont choisis et tels que
d(x,, ,y^ ^ - , pour chaque k= 1,... , p-1.k
Alors, puisque y? e Cos, soit {y^ }n^i une suite telle que y^ n e Cn pour chaque
n ^ 1 et que
y —> y , pour une suite croissante d'indices n^-> oo avec k,
Choisissons maintenant np>np.i etposons x = Vp^ et satisfaisant a
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d(Xnp.Yp) ^ -^-. avec x^ e C
Nous avons d'une part, par hypothese, d(yp,y) —> 0, quand p —> oo, et d'autre part
la suite
(xn^ )p ^ 1 telle clue xn? e cnp et d(XUp .Yp ) -^ °. quand P -> °°.
Alors cette suite (x ) >i est telle que d(x y) ->- 0, quand n? —> oo. Nous
construisons alors la suite (Xn)n^i comme suit: les indices rip formant une suite
croissante, nous choisissons done Xn e Cn et ne(ni, n^, ...,np,...} et la suite
{Xn}n^o ainsi construite possede bien une sous-suite convergente vers y; ce qui
prouve que ye Coo qui est done ferme.
b) Montrons maintenant que Co; est connexe.
Supposons Ie contraire, et soient done E et F deux fermes disjoints de X tels que
CoecEuF, CoonE^0^CoonF
OrCo^n E et Cos nF sont des fermes dans Ie compact Coc dans 1'espace metrique
compact X qui est done normal; alors il existe deux ouverts disjoints Uet V de X
qui recouvrent C^ et qui contiennent respectivement les fermes C^ nE et Coo n F
et tels que
C^nU^0, C»nW0.
On peut supposer de plus a eCooUU et soft be Coo ^iV; alors nous avons par
hypothese oin -^ a , (Xn€ Cn et 3 (Xn)n^ i, Xn e Cn telle que x^ -^ b. Choisissons
no tel que Xn e V et oCne U, pour tout n > no. Posons ni tel que si n > ni alors kn >
"i et Ck(n) n U ^0 et Ck(n) ^V^0 et comme Ck(n) est connexe, il ne peut pas etre
recouvert par les deux ouverts disjoints U et V. II existe done Xn dans Cun) et que
Xn eK \ (U^V); {Xn} admet done une sous-suite qui converge vers un certain x
dans K \ (UuV). Finalement par definition de C^, x eCa, sans etre dans UuV ce
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qui contredit notre hypothese que Coo, est contenu dans UuV; d'ou Ccc est
connexe. 3 D
Remarque 1.1.4
Soulignons en passant que sans Fhypothese ( 3 otn -» a avec an e Cn ) la
conclusion de ce theoreme 1.1.5 ne tient plus; en effet, il suffit de considerer la
famille (Cn}n^i de continua de JR telle que C2n== {0} et C2n+i = {1} .Dans ce cas
C^ = {0,1} n'est pas un continuum.
Le resultat qui suit est une propriete des continua dans Ie compact I2.
Geometriquement il dit ceci: pour tout C, un continuum de I interceptant les
cotes horizontaux de I2 et tout D un continuum de I interceptant les cotes
verticaux de I2 on a CnD ^ 0.
Proposition 1.1.6
Soienl C et D deux continua de I verifiant la condition
[Cry " 0 ^ Cn,7
[DnI^0^DnJ,
Alors C el D ont au moms un point commun.
Demonstration
Soit D un continuum de I2 verifiant la condition (1) et supposons qu'il existe un
continuum C de I rencontrant les cotes verticaux de I2 mais qui n'intersecte
pas D. Notons
D?= D u (Ix[-oo, 0]) u (Ix[l,+oo[)
(a) Etudions les composantes connexes de D . Supposons G une composante
0 0
connexe de D'0 qui n'est pas ouverte. Soit alors x eG \ G ; ainsi x eOG = G\ G =
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G n Gc. Ainsi x = Urn x ou Xn e G , on a done soit Xn e D' ou soit Xn6 G' une
n—>co
autre composante connexe de D distincte de G. Dans les deux cas Ie segment
I(x,Xn)joignant x a x nintersecte D'. En effet, sinon I(x,Xn) c D et comme I(x,Xn)
est connexe, alors x et Xn se trouvent dans une meme composante; ce qui est
absurde. Par consequent, il existe yn e D' telle que yn converge vers x; mais alors
0
x e D', ce qui est impossible. D'ou G \G = 0.
(b) Les composantes connexes de D sont ouvertes. Ainsi done les composantes
connexes de D sent connexes par arcs.
(c) Si deux tels continua C et D ne s'intersectent pas, alors C n ol et C n il se
trouvent dans une meme composante connexe du complementaire du premier
continuum, D. Et done, il existe un arc a joignant x et y deux points respectifs de
Cnol et Cnil. On peut supposer que a est une courbe simple P. En effet, soit H la
composante connexe de D qui contient C et soit s> 0 ets < d(D,H), alors il
existe m > 0 et une ligne polygonale simple P tels que Vt e [0.1], on a d(a(t),P(t))
< 8 et p est forme des segments de droite dont les extremites sont deux points de
1/2" (INxIN). On peut done supposer que Ie continuum C est une courbe simple P
contenue dans la composante H et p(I) n D= 0.
(d) Le meme raisonnement nous permet de remplacer Ie continuum D par une
courbe y telle que y(I)nH=0, done y(I) nC = 0.
(e) Completons 1'une des courbes simples, par exemple p, pour obtenir une courbe
simple fermee contenant en son interieur Ie cote horizontal inferieur Io, et
appelons (p cette nouvelle courbe. Alors d'apres Ie theoreme de JORDAN [6] ,
(p(I) partage IR en deux composantes dont 1'une est bomee; posons U cette
composante. U contient Io. L'autre composante contient Ii. D'apres Ie theoreme
du passage aux douanes, la courbe simple y intersecte la frontiere de U,
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necessairement (p(I) et a fortiori P(I). Ce qui est contradictoire . D'ou les continua
C et D ont au moins un point commun. 3 Q
1. 2 LES CONTINUA LOCALEMENT CONNEXES
Nous aliens aborder dans ce paragraphe une etude locale des continua. Pour
cela nous aliens introduire Ie concept de connexite locale. Nous cloturerons alors
cette etude par Ie theoreme de Hahn-Mazurkiewicz, theoreme qui stipule que
les continua localement connexes ou encore les espaces dits de Peano, sont
exactement les courbes pammetrees. Pour atteindre cette conclusion, nous
introduirons la propriete de Sierpinski qui occupe un role tres important, voire
determinant, a Fendroit de la structure des espaces de Peano.
Enfin, nous donnerons un brefrappel sur les fonctions multivoques; 1'un des
resultats importants sur cette notion sera Ie theoreme 1.2.7. Ce theoreme nous
permettra de construire un parametrage de la courbe, c'est-a-dire de 1'espace de
Peano.
Ce paragraphe est inspire de S.B, NADLER [13] et de T.G. WHYBURN [16]
Definition 1.2.1
Soft a un point de X. On dit que X est localement connexe en a si pour
tout voisinage V de a, il existe un voisinage connexe U de a tel que U cz V.
L 'espaceXest localement connexe lorsqu 'il I 'est en chacun de ses points.
De meme un sous-ensemble A deXest localement connexe si, pour tout point a
de A el tout s> 0, il existe un voisinage V de a tel que VczBs (a) et VH A soft
connexe .
Exemples 1.2.1
Cette propriete enrichira la caracterisation de continua car Ie fait d'etre un espace
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local ement connexe est une propriete locale, tandis que Ie fait d'etre connexe
est globale. Ces deux proprietes n'ont done aucun rapport 1'une avec 1'autre.
1) Considerons dans Ie plan IRZ 1'ensemble C forme des axes x = 0 , y = 0 et
des droites d'equations x = r ou r est un nombre rationnel; C est un ensemble
connexe.
D'autre part, soit b ^ 0 et 0< a< ]b|. Alors la boule Ba(0,b) de IR^ de centre
(0,b) et de rayon a tracem sur C une partie non connexe. Ainsi C n'est pas
localement connexe.
2) Deux droites disjointes de IR^ constituent une partie localement connexe mais
qui n'est pas connexe.
Remarque 1.2.1
Void quelques proprietes immediates liees a la connexite locale.
1) L'espace X est localement connexe si et seulement si toute composante d'un
ensemble ouvert A dans X est un ensemble ouvert . En particulier les
composantes connexes d'un espace localement connexe sont ouvertes.
2) Les composantes connexes d'un espace localement connexe constituent une
partition de X formee d'ensembles ouverts dans X. Ainsi si de plus 1'espace X
est compact alors il possede un nombre fini de composantes connexes.
3) Si X est local ement connexe en un point a, tout ouvert contenant a 1'est aussi.
Definition 1.2.2
Un sons-ensemble non vide A de X possede la propriete 2 dite de Sierpinski si
pour chaque s > 0 ,il existe un nombre fini de sous-ensembles connexes A], A^ ,
...,A^ de A tels que
n




Soil A un continuum contenu dans I'espace metrique X. Pour que A soft
localement connexe il faut et il suffit qu'/'/ possede la propriete S et que Ie
recouvrement soft forme par dos continua.
Demonstration
=>
Supposons que Ie continuum A est localement connexe; soit s > 0 et recouvrons
A avec les differentes composantes connexes des boules Bg/2 (x) ,x parcourant A.
D'apres la remarque 1.2.1 1), ces composantes connexes sont ouvertes, on peut
done en extraire un recouvrement fini Gi,...,Gn; les ensembles Q = G} recouvrent
aussi A; la fermeture d'un connexe etant connexe, alors les Ci sont des continua et
comme chaque G[ est une composante d'un certain Bg/2 ^ , on a alors Q cz
Bg (x), 1 < i ^n, d'ou (Ci ,€3, ...,Cn } est un recouvrement de A par des
continua dont Ie diam(Ci) < E, pour chaque i ==1,.., n.
<=
Soit A c X, A un continuum qui verifie la propriete S\ soit &>0 et p un point de
A, soit (Ai, A2,...,An) un recouvrement fmi de A par des sous-ensembles connexes,
tels que diam(Ai)< £ pour tout i = l,2,...,n; posons maintenant






Soit maintenant C la reunion des Ai qui contiennent Ie point p; si 0< r < m?, on a
B,(p)cCc:B,(p)
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Done C est bien un voisinage connexe de p, contenu dans Bg(p); ainsi A est
local ement connexe. D D
Definition 1.2.3
On dit que I 'espace X est un espace de Peano s 'il est un continuum localement
connexe.
Proposition 1.2.2
L'image par une application continue d'un espace de Peano est un espace de
Peano .
Demonstration
Soit X un espace de Peano et soit f une application continue de X sur Y= f(X).
D'apres la remarque 1.1.1, Y est un continuum.
Montrons en plus que Y est localement connexe. Soft 8 > 0, alors puisque f est
uniformement continue sur X, il existe 5 > 0 tel que xi , X2 eX et d(xi,X2) < §
=> d(f(xi),f(x2)) < s. D'apres Ie theoreme 1.2.1, il existe un recouvrement
{Ci, C2,...,Cn} de X par des continua tels que diametre de Q est inferieur a 5,
pour tout i; mais alors { f(Ci), f(C2), ... , f(Cn)} forme un recouvrement de Y
par des continua tels que Ie diametre de f(Ci) est inferieur a s, pour tout i.
En utilisant a nouveau Ie theoreme 1.2.1 on peut conclure alors que Y est
local ement connexe. D D
Remarque 1.2.2
L'image par une application continue d'un espace localement connexe mais
qui n'est pas compact n'est pas necessairement un espace localement connexe.
Considerons en effet la courbe des topologistes {(x,sinl/x) e IR2 | xe]0,l]}
et posons
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S = {(x,sinl/x) eIR21 xe]0,l]} u T
ou nous definissons T comme suit:
la courbe T est formee de la reunion du segment joignant les points (0,- 1) et
(0,1), du demi-cercle C de centre (1/2,1) et passant par (1/2,3/2) et enfin du
segment joignant les points (1,1) et (l,sinl).
I/ ensemble S n'est pas localement connexe car un voisinage de ray on inferieur
a 1 d'un point (0,b) ou I b I < 1 tracera sur S un sous-ensemble qui n'est
pas connexe.
Nous allons cependant montrer que S est 1'image continue de Fintervalle non
compact [0,+oo[ qui est localement connexe.
Puisque T est une courbe simple, alors soit a un parametrage de T, c'est-a-dire
a: [0,1] -> T
t ^ a(t)= (x(t),y(t))
une application continue et bijective telle que a(0) = (0,- 1) eta(l) = (1 ,sin( 1)) .
Construisons maintenant une fonction P sur [l,+oo [ a valeurs sur S\T.
II suffit de considerer la fonction
P : [1 , +oo [ -> IR2
t i-> (l/t,sint)
Definissons maintenant une application continue fcommesuit:
f:[0,+oo[ -^ S
|a(t) si t<= [0,1]
t ^ f(t)=




Nous concluons done que 1'image par une application continue d'un espace
localement connexe mais qui n'est pas compact n'est pas necessairement
local ement connexe.
Nous aliens etendre ces resultats a la notion de courbe. On rappelle qu'un sous-
ensemble C d 'un espace metrique X est un arc ou une courbe s'il est 1'image dans
X par une application fdefmie et continue de [0,1] dans X ; une telle fonction f
est dite un parametrage de 1'arc C ; Ie couple (C ,f ) est appele une courbe
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parametree; la courbe G est dite simple lorsque f est une homeomorphie. Si de
plus, C est 1'image d'un cercle du plan sous une homeomorphie alors elle sera dite
une courbe simple fermee.
Toutes les considerations de ce paragraphe nous permettrons d'etudier aisement
les proprietes topologiques d'une courbe, et des courbes du plan en particulier.
Tout d'abord puisque [0,1] est un continuum, alors toute courbe G est un
continuum. En outre , comme [0,1] est un ensemble compact et localement
connexe dans IR, ainsi la courbe G est alors un espace de Peano. La suite aura pour
but de demontrer la reciproque de ce resultat qui est Ie theoreme de Hahn-
Mazurkiewicz.
Rappelons ici que les continua qui recouvrent A selon Ie theoreme 1.2.1 de
Sierpinski peuvent ne pas etre de Peano; mais il est possible de les choisir
localement connexes. Cette etape est cruciale pour obtenir Ie Theoreme de Hahn-
Mazurkiewicz.
Voici tout d'abord quelques definitions techniques.
Definition 1.2.4
Soil X un espace metrique et s > 0; une S(s)-chaine est une famille finie
{Ci,C2, ... ,C,i} salisfaisant les trois proprietes suivantes:
(1) C, n Ci+i^0, pour chaque i == 1,..., n-1
(2) C, est connexe pour chaque /'= 7 , ... , n
(3) diam (C) <sj2\ pour chaque i = 1, ..., n.
Les C, s 'appellent les maillons de la S(s)- chaine.
Si A est un sous-ensemble de Xet s> 0, on definit S(A, s) comme suit:
S(A,s} = {x eX f' Vae A, 3 S(s)-chame reliant aax }
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Toute famille finie {C.i,...,C^} d'ensembles satisfaisant (1) est appelee une faible
chame ou une faible chame allant de Ci a C,,. Si {G], Q,, ... , Cn } est unefaible
chaine dans X et si a et b e X tels que a e Cj et b e C,, , alors on dira que c 'est
une faible chame reliant a a b.
RemarQue 1.2.3
Cette notion ainsi que celle de « s-chaine » sont similaires; 1'une a pour but de
caracteriser les espaces connexes et 1'autre les espaces localement connexes. Voici
done a titre de remarque une propriete immediate liee a cette notion.
Soit X un espace metrique connexe et soient p et q deux points de X. Si P est
une famille finie non vide de sous-ensembles fermes de X et recouvrant X, alors
la collection entiere P peut etre indexee de telle sorte qu'on obtienne une faible
chaine reliant p a q.
Nous allons tout d'abord donner quelques proprietes importantes de S(A,s). En
quelques mots, lorsqu'un espace possede la propriete S de Sierpinski, alors les
proprietes qui suivent vont nous donner la technique qui permet d'obtenir un
continuum beaucoup plus reduit et qui possede encore la propriete S, a savoir
F ensemble S(A,e).
Proposition 1.2.3 116]
Si un espace metrique Xpossede la propriete 2, alors , pour tout sous-ensemble
A non vide de X et s> 0, S(A,s) possede egalement lapropriete 2.
DemonstratiQn
Fixons un 5 > 0. Nous allons montrer que S(A,e) = B] u ... uBn , ou chaque Bi est
connexe et de diametre < 5 ,
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Pour cela choisissons d'abord un entier positif ktel que
^ £
(1) ^ -^ < 5/4 , c'est-a-dire s/2k-1 < 5/4
i=k ^
et ensuite posons
K= {ye S(A,£)[ VaeA, 3 S(8)-chame ayant au plus k maillons, reliant a a y}.
Puisque X possede la propriete ^ ,alors il existe un recouvrement fini de X par
des ensembles connexes chacun ayant Ie diametre < s/2 ; soit {Ei, Ei, ... , En}
les elements de ce recouvrement qui intersectent K. ( cet ensemble est non vide
sinon K serait vide ce qui est absurde car A c: K et A ^ 0 ). Notons en passant que
nous avons les proprietes suivantes:
(2) Kc:EiU..uEn
(3) E^nK ^ 0 , pour chaque i = 1,..., n
(4) EI est connexe, pour chaque i = 1,... , n
(5) diam(Ei) < e/2 , pour chaque i == 1,..., n
(6) EiC S(A,s), pour chaque i = 1,..., n
II suffit de verifier (6) . Soit i e [1, n], alors d'apres (3) et la definition de K, il
existe une S(8)-chaine {Li, L^, ..., L^} ou t ^ k reliant un point de A a un point de
EI n K; en ajoutant Ei a cette S(s)-chaine {Li, L^ ... , L^ Li+i = Ei } on obtient
une S(E)-chaine reliant un point de A a un point de E[ ; ce qui prouve (6).








5j = |jM , pour chaque i = 1,..., n.
MeP,
On observe que pour chaque i, Ei verifie les proprietes (7) - (10) et on a done de
plus la propriete suivante
(11) Ei c Bi, pour chaque i = 1,..., n.
Enfin, montrons que les Bi possedent les proprietes requises dans la definition
1.2.2, II est clair que chaque Bi est cormexe et dont Ie diametre est inferieur a 5,
pour chaque i = 1, 2,... ..II nous reste a montrer que S(A,e) = Bi u... uBn.
D'apres (7), BiC S(A,s), Vie[l,n], par consequent, Bi uB^ u ... uBn c S(A,s).
Montrons maintenant 1'inclusion inverse .
Soit y eS(A,8); nous savons d'apres (2) que K c: EiU...uEn et selon (11) Ei c Bi,
Vie[l,n], ainsi done K c: Bi u ... uB^. Supposons alors que y^K. Le point y etant
dans S(A,s) sans etre dans K, y est relie a au moins un point de A par une S(s)-
chame ayant plus de k maillons; posons done {Li, L^ ... , Lm} une S(8)-chaine
reliant un point de A a y telle que m > k et H = L^uLk+iU ... uLm . Soulignons
en passant que L^ c K et par consequent selon (2), L^n Ei^ 0, pour un certain
nombre d'indices i. Etablissons maintenant que H satisfait aux proprietes (7) a
(10). II estclairque
(7) H c: S(A,£)
(8) HnEi ^ 0, car L^ nEi ^0.
(9) H est connexe.
Verifions maintenant Ie demier point (10); puisque H = L^u ... uLm et Li n Li+i ^
0 alors on a
diam(H) ^ diam(Lk) + diam( L^+i) + ... + diam (Lm)
done
diam(H) ^ c/2k + s/2k+l + ... + s/2m .
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L'hypothese (1) nous permet done d'obtenir (10), c'est-a-dire diam(H) < 5/4.
Puisque H satisfait (7)-(10) alors, H figure parmi les sous-ensembles M de la
famille Pi et ainsi done H c Bi; mats rappelons que y appartient a Lm qui est lui-
meme inclus dans H, alors ye Bi. Ce qui prouve done 1'inclusion inverse. D'ou
S(A,8) possede la propriete de Sierpinski. D D
Proposition 1.2.4
Soit A un sous-ensemble non vide deXet s> 0. Alors on a les trois proprietes
smvantes:
(1) diam(S(A,s)) ^diam (A) + 2s.
(2) Si A est connexe alors S(A, s) est aussi connexe.
(3) Si X possede la propriete 2 alors S(A, s ) est un sous-ensemble ouvert
de X.
Demonstration
(1) Selon la definition 1.2.4, Ie diametre de S(s) est < e; d'ou alors (1)
(2) Les S(e)-chames sont connexes reliees a A qui est lui-meme connexe done
S(A,s) est aussi connexe.
(3) Montrons que S(A,s) est un ensemble ouvert.
Soit ye S(A,s). Alors pour tout aeA, il existe une S(s)-chame (Li,.... , Ln } reliant
a a y. Mais comme X est aussi localement comiexe, alors il existe un ouvert
connexe U de X contenant y dont Ie diametre est inferieur a s/2n+l. II est clair que
la famille {Li,... , Ln, Ln+i = U } est une S(e)-chaine reliant un point a de A a un
point de U. Par consequent U <= S(A,e). D D
Rappelons que si A est un sous-ensemble connexe d'un espace topologique
alors son adherence ainsi que toute partie comprise entre les deux sont aussi
connexes. Nous avons un resultat similaire a celui-ci concemant la propriete S.
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Lemme 1.2.1
Soft A <zX et A possedant la propriete S. Alors tout sous-ensemble AQ tel que
A czAo cz A possede aussi lapropriete 2.
Demonstration
Soit e > 0 et posons A = A^u ... uAn tel que Ai est connexe et diam(Ai) < s, pour
chaque i = 1,2,... , n. Alors la fermeture des Ai, i = 1, ...,n , dans Ao forme aussi
un recouvrement connexe de Ao et dont Ie diametre est inferieur as. D D
Proposition 1.2.5
•S'/ un espace metrique X possede la propriete S, alors, pour tout s > 0, X est la
reunion d'un nombre fini de sous-ensembles connexes de diametre chacun
mferieur a s et possedant chacun la propriete S; de plus ces sous-ensembles
peuvenl etre choisis soient ouverts oufermes dans X.
Demonstration
Soient Aj, A^, ...., An des sous-ensembles connexes tels que X = Ai uA^, u...uAn
et tels que diam(Ai) < s pour chaque i. Selon la proposition 1.2.3, les S(Ai,s/3)
possedent aussi la propriete S et recouvrent aussi X; enfin la proposition 1.2.4
nous assure que les S(Ai,e/3) sont des ouverts et dont Ie diametre est inferieur a
E. Pour obtenir des elements du recouvrement qui sont des ensembles fermes, il
suffit de prendre les S(A^ , £^) qui eux-memes possedent la propriete S selon Ie
lemme precedent. G n
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Theoreme 1.2.6
Si Xesi un espace de Peano, alors, pour tout s > 0, X est recouvert par unefamiIJe
finie de sous-ensembles de Peano el doni Ie diametre de chaque element du
recouvrement es1 inferieur a s..
Demonstration
Soit s > 0; d'apres Ie theoreme de Sierpinski, X possede alors la propriete S et
selon la proposition 1.2.5 et a nouveau Ie theoreme de Sierpinski, peut done
etre recouvert par des continua localement connexes tels que Ie diametre de
chaque continuum du recouvrement soit inferieur as. 21
Voici maintenant un rappel sur la notion de fonctions multivoques et quelques
proprietes fondamentales. Le but de ce detour est d'obtenir une technique qui
nous permettra de construire une fonction continue servant de parametrage pour
un espace de Peano.
Definition 1.2.5
Soienf (X'U) el (Yff) deux espaces topologiques el soil
^(Y) = {A czY/A eslferme et non vide}
Une fonction F: X —> '?(Y) esf dite semi-continue superieurement a wi point
peX, on note F est scs en p, si
VVc^ telqueF(p)^V, 3Ue ^ peU et F(x}czV, VxeU.
Lafonction F sera dite scs sur X, si elle I fest en tout point de X.
Rema raue 1.2.4
Soient (X,%) et (Y,^) deux espaces topologiques, et soit F :X —> 7(Y) scs.
Si F(x) est un singkton y^ , V xe X, alors la fonction f : X —> Y definie par
f(x) = Yx , pour chaque x e X, est continue.
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Lemme 1.2.2
Soil X et Y deux espaces metriques compacts non vides. Pour chaque n = 1, 2, ... ,
soil F^ :X —>t?W unefonction scs telle que
F,(x) =^F^i(x), Vx eX el Vn = 7,2,....
00
Pour chaque xe X, soft G(x) = ^Fyj(x). Alors les proprietes swvantes sonl
n=\
verifiees:
(1) G: X-> ^(Y) et G est unefonction scs.
(2) Si Y = |j F,, (x), pour chaque n= 7,2,..., o/or5 V = |j G(x)
x^X x^X
Demonstration
(1) Montrons que G est une fonction scs.
D'abord, il est clair que G(x) =^0, VxeX, comme etant 1'intersection d'une suite
decroissante de sous ensembles fermes de 1'espace compact Y. Maintenant soit
x
peX et soit V un ouvert de Y contenant G(p) = [>\Fy,(p). D'apres Ie lemme
,7=1
1.1.2, il existe alors un entier N tel que FN(P) c V. Puisque FN est une fonction
scs, alors il existe un ouvert U de X contenant p et tel que FN(X)C V, pour tout xe
U. Comme G(x) c FN(X), pour tout xeX, alors G(x) c V pour tout xeU; ce qui
prouve done que G est scs en p.
(2) Soit q € Y et montrons que q € |j G(x).
xeX




Or Fespace X est compact, alors la suite {Xn}n^ i possede une sous-suite {Xn^}i ^ i
qui converge vers un certain point p de X. Montrons que q € G(p). Supposons au
contraire que q^ G(p) et posons V = Y\ {q}; V est alors un ouvert de Y contenant
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G(p), c'est-a-dire ^}Fy,(p) c V; encore d'apres Ie lemme 1.1.2, il existe un
n=l
entier N tel que Fk(p) c V, pour tout k ^ N; puisque FN est une fonction scs sur
X, alors par la definition 1.2.5 il existe un ouvert U de X contenant Ie point p, tel
que
(2) FN(X) c: V, pour tout x eU.
Puisque la sous-suite {Xn(i)}i > i converge vers p alors il existe un entier k ^ 1 tel
que n(k) ^ N et Xn(k) e U. Alors d'apres (2), nous avons
(3)FN(x^)cV.
Comme n(k) ^ N, alors FN(Xn^) =) F^)(Xn^)). Mais comme qe Fn^(x^)) alors
qeFN(Xn(T,)). D'apres (3) alors qe V, ce qui est impossible car V=Y\ {q}. D'ou la
conclusion qui dit que qeG(p). DG
Void maintenant un theoreme general sur les fonctions multivoques. Ce
theoreme, comme nous 1'avons annonce au debut de ce chapitre, est en quelque
sorte une fonne fonctionnelle du theoreme 1.1.2, qui lui est de nature
ensembliste.
Theoreme 1.2.7 [131
Soient X et Y dew: espaces metriques compacts non vides. On suppose que les
quatre proprietes suivantes sont veriflees:
(1) F^(x):X —> ^(Y) est scs pour chaque n = 1, 2, ...;
(2) Ff/x) z)F^+i(x) pour chaque x eX et pour chaque n = 1, 2, ...;
(3) Y = |j F,^ (x) pour chaque n = 1, 2, ... ;
x^X
(4) Um diam[F^ (x)] = 0 pour chaque x e X
/7->a:
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Alors lafonction multivoque G : X—>^(Y} definie par G(x) = ^F^(x), xeX, est
,7=7
en fait unefonction continue et surjective de X dans Y.
Demonstration
D'apres (1), (2) et (4), G(x) est reduit a un singleton, pour chaque x e X; G ainsi
deflnie est bel et bien une fonction de X dans Y et d'apres (2) du lemme 1.2.2,
G est surjective. Enfln G est bien continue d'apres la remarque 1.2.4 et (1) du
lemme 1.2.2. D a
Nous sommes maintenant en mesure d'etablir Ie theoreme de HAHN-
MAZURKIEWICZ.
Theoreme 1.2.8 [ de Hahn-Mazurkiewicz]
Un espace metrique X esi un espace de Peano si el seulemeni si X est I 'image
continue de I 'intervalle I =f0,1].
Demonstration
Un espace de Peano etant un continuum localement connexe par definition alors
d'apres Ie theoreme 1.2.6 et la remarque 1.2.3, il existe une faible chaine <R:
{A],A2,...,An} recouvrant X et telle que Ai sont des continua localement connexes
et dont Ie diametre est inferieur a 1.
Ecrivons 1'intervalle I = [0,1] comme la reunion de n intervalles fermes non
reduits en un singleton, notes Ii, 1^ ....Jn. et ayant la forme
Ii = h-i,ti], 1 ^ i ^n, ou 0=to< ti< t2< ... < tn=l
Posons 6, (X) = { A | A est ferme et connexe, A c X }, Definissons Fi par
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Fi: [0,1] ^ ^(X)
t \-> Fi(t)=
Ai , Si t € li \{ti.i,t^
Ai uAi +1 si t = ti et 1 < i < n -1
Ai, si t = 0
An , si t = 1
Alors les Ii peuvent etre choisis tels Fi verifie (1) et (3) du theoreme 1.2.7, c'est-
a-dire Fi est scs sur [0,1] et que
x-UFi(t)-
t el
Nous aliens maintenant construire Ie deuxieme terme F2.
Choisissons pi e Ai et pi e Ai n Ai.i pour 2 ^ i ^ n, et pn+i e An. Alors selon
encore Ie theoreme 1.2.7 et la remarque 1.2.3 appliques a chaque Ai, il existe
pour chaque i, 1^ i ^ n, une faible chaine [A\,...,A^^ } reliant pi a pi+i
recouvrant Ai , et dont les maillons sont des continua localement connexes et tel
que diam (Aj^) < 1/2, pour chaque k = 1,..., m(i).
Pour chaque i, 1 ^ i ^ n, ecrivons Ii comme la reunion de m(i) intervalles fermes
1 Tl









Ak UAk+l. si t= tk et0<k<m(i)
-1





On verifle aussi que ¥^ satisfait aux conditions (1) et (3) du theoreme 1.2.7.
En continuant ce precede il est facile de verifier qu'on obtient une suite de
fonctions multivoques { Fn }n^ i satisfaisant aux conditions (1)-(4) du
theoreme 1.2.7. Ainsi, il existe done une fonction continue f de [0,1] sur X. D Q
1.3 EXEMPLES DE CONTINUA
Exemple 1.3.1: La courbe de Peano
Le theoreme de Hahn-Mazurkiewicz nous assure que Ie carre [0,1]A, puisque c'est
un espace de Peano, est done une courbe dite de Peano, ce qui semble paradoxal.
Nous al Ions montrer comment, dans ce cas precis, construire un parametrage de
cette courbe; cet exemple illustrera Ie theoreme de Hahn-Mazurkiewicz.
Proposition 1.3.1 [ Peano, 1890]
Le carre [0,1]^ est une courbe parametree.
Demonstration (due a Hilbert)
Posons d'abord I = [0,1] et C = I2.
L'idee de la construction est la suivante. A la n-ieme etape, 1'intervalle I et Ie carre
C sont divises en 4n intervalles congrus Ii et carres congrus Q , 1^ i ^ 4n,
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respectivement. Les intervalles sont numerotes dans 1'ordre naturel de gauche a
droite. Les carres sont numerotes comme suit:
a) " Ci et n Q+i possedent un cote commun.
b) sin+lC^c nq^,k=l,2etj(l)<j(2)alorsi(l)<i(2)
Voici les figures indiquant les trois premieres etapes de 1'approximation.
I
3
Nous deflnissons maintenant la fonction fcomme suit:
f:I c
t=n{nl,(n)]i=l,2,....} ^ f (t)-n{ "€,(„) I i= 1,2,....}
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ou nli(n) est 1'intervalle construit a 1'etape n et contenant t.
Les intervalles et les carres construits forment une suite decroissante de compacts
dont Ie diametre tend vers zero, la propriete de 1'intersection finie et les conditions
a) et b) permettent de conclure que f est bien definie et est continue car si 11 - to
< 1/4" , de par la construction, on a | f(t) - f(to) |< 5/4n. D D
Avant de donner la construction du prochain exemple, introduisons Ie concept
d'une simple chaine; c'est une faible chaine satisfaisant a la condition
supplementaire suivante: deux maillons et seulement deux maillons consecutifs
sont d'intersection non vide.
Exemple 1.3.2: Construction d?un continuum indecomposable.
Un continuum est dit decomposable s'il peut s'ecrire comme union de deux
sous-continua propres, sinon il est dit indecomposable. II semble naturel, car [0,1]
[0,1/2] u [1/2,1], de penser que tout continuum est decomposable. Ce qui est
faux . Une application du theoreme 1.1.2 nous en foumira la preuve.
Supposons que X est Ie plan IR^. Maintenant soient a, b, c trois points distincts
de X. On construit des simples chames 3i ,32, ^3, •••, dont les maillons sont des
ouverts connexes; les maillons de 3n sont de diametre inferieur a 1/n et tels que
si on pose Cn = ^ {C | C e3n } on a C^ cCn_r et ayant de plus les
proprietes suivantes: 3i est une simple chame reliant a et c passant par b, ^2 est
une simple chaine reliant b et c et passant par a, 3s est une simple chaine reliant
b et a et passant par c.
On repete ce precede et on pose K = n Cn . Alors K est un continuum d'apresla
th6oreme 1.1.2 et qui est indecomposable car aucun des sous-continua de K ne
peut contenir deux des trois points a, b, c.
La figure ci-dessous illustre ce procede.
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Exemple 1.3.3:. Le tapis de Sierpinski.
^Onconsidereje carre X - [0,1]. . On va enlever de X dos petits ca.es de la
fa,on su.vante. On partage Ie ca.e X en 9 carres congrus et onenleve'le'ca.eau"
!en!e:°"continue la.procedure sur les huit caITes ~. Wdes carres de
pren.er rang, et on obtient 64 ca.es de second rang, En iteranf 1c precede, a la n-
;zetape:nous obtenons ss cwes dlts du n-eme ra^dont 1- ^ -esurent
•. L-intersection des ensembles ainsi obtenus est. d-aprts Ie theor^e-l^"2
toujours, un continuum indecomposable appele « LE TAPIS DE SIERPINSKI-»"
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g
Les figures ci-dessus indiquent les trois premieres etapes du procede.
Le tapis de Sierpinski est un espace de Peano, done d'apres Ie theoreme de Hahn-
Mazurkiewicz, il est 1'image continue de [0,1].
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Chapitre 2
UNE PROPRIETE DE L'lNDICE
DU POINT FIXE
PAR LA METHODE DE CONTINUATION.
Le theoreme de Brouwer [6] dit que toute fonction continue f; B —> B ,
ou B" designe la boule unite de IRn+, possede un point fixe . Ce theoreme
peut se generaliser a quelques espaces fonctionnels, notamment les espaces
vectoriels topologiques localement convexes et cette generalisation possede de
nombreuses applications, en particulier dans la theorie des equations
different! elles, et notamment aux demonstrations des theoremes d'existence .
En effet, un theoreme sur 1'existence d'une solution d'une equation differentielle
peut etre formule comme un theoreme sur 1'existence d'un point fixe d'une
application d'un espace de fonctions continues dans lui-meme (moyermant un
certain nombre d'hypotheses adequates que nous ne formulons pas ici !) .




ou f est une fonction definie sur un domaine D du plan , continue et
satisfaisant la condition de Lipschitz par rapport a y, c'est-a-dire qu'il existe
une constante k telle que 1'inegalite
|f(x,y2)-f(x,yi)| ^k|y2-yi
a lieu pour tout couple de points (x,yi) et (x,y2 ) de D.
Donnons-nous egalement des valeurs initiales XQ et yo .
Resoudre done Fequation different elle (1), signifie trouver une fonction g
derivable au voisinage de XQ , telle que
dg(x)
= /(-^ g(x)) et g(xo) = Yo, V xeV, un voisinage de XQ.
Autrement dit, nous devons trouver une fonction g telle que
g(x)= yo + U(t,g(t))dt, VxcV (2)
<xo
Designons par L Fapplication qui associe a toute fonction « raisonnable »
(p la fonctionLcp deflniepar la condition
Lcp(x)=yo+ L/(^(0)^,VxeV.
'.YO
Le point fixe de cette application est une fonction g telle que
Lg = g, c'est -a-dire Lg (x) = g (x) pour tout x eV
ce qui signifie bien que g satisfait a 1 'egalite (2).
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II existe au moins deux approches pour etudier 1'ensemble des points fixes d'une
fonction, la premiere est par la notion d'indice de point fixe, la deuxieme est par la
methode de continuation. Nous allons, pour notre part nous interesser a la
deuxieme approche, 1'etude de 1'existence de continuum dans Fensemble compact
Fix (f) des points fixes d'une fonction continue f. Ce chapitre done, se resume
autour du theoreme du continuum.
Nous commen^ons d'abord par generaliser la proposition 1.1.4 en dormant un
critere qui permet de separer deux composantes connexes de deux sous-ensembles
disjoints d'un espace metrique compact; ce resultat nous conduira vers Ie
theoreme du continuum. La premiere section de ce chapitre presentera la version
dans Ie carre 1x1 du theoreme du continuum; geometriquement il nous dit ceci: K
est un compact de 1x1 reliant les cotes verticaux du carre 1x1 et n'intersectant pas
les deux cotes horizontaux du carre 1x1, si tout arc reliant les cotes horizontaux de
1x1 rencontre K alors Ie compact K contient un continuum qui relie les deux cotes
verticaux,. Nous donnerons un brefrappel sur 1'indice de point fixe de Lefschetz
dans la deuxieme section. Enfin nous generalisons dans la troisieme section Ie
theoreme du continuum; nous etudierons done 1'existence d'un continuum inclus
dans Ie compact Fix(f) et qui relie les deux bases du cylindre Xxl, ou X = IR". Le
theoreme 1.1.5 nous permettra alors de generaliser encore ce resultat au cas ou X
est de dimension infinie.
Ce travail est issu d'un resultat de J,-M. BELLEY et G. FOURNIER [l], qui
donne aussi une application de cette methode de continuation pour 1'etude de
problemes variationnels.
2.1 UNE PROPRIETE DES CONTINUA
Rappelons que X designe un espace metrique dont la distance est definie par d,
sauf encore indication contraire; CK (x) designe la composante connexe de x dans
KouxeK et K est un sous-ensemble de X.
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E e(x) = {u e X | 3 s-chaine reliant x a u} (s >0).
Enfin rappelons encore ici la notation que nous avons adopte dans Ie paragraphe
1.1 sur Ie carre I'
I =[0,1] et I2 - [0,1] x [0,1]
J={t}xl et It=Ix {t}telsque tel
Notre premiere proposition est une extension de la proposition 1.1.4 du chapitre
precedent.
Proposition 2.1.1
Soif A un sous-ensemble compact de I'espace metrique X. Soient xe A et K un
sous-ensemble compact de A tel que Q (x) ^Q (y), Vye K. Alors il exisfe Uef V
deux sous-ensembles ouverts disjoints de X tels que xeU, KczVet A czUuV.
Demonstration
Puisqu'aucune composante connexe dans A d'un point y de K ne rencontre
aucune composante connexe dans A de x, alors d'apres la proposition 1.1.3, il
existe r > 0 tel que Er (x) n K = 0; Er (x) et A n (X \ Er (x)) sont des compacts
dans A tels que la distance entre eux est strictement superieure a r. Ainsi en
calquant la demonstration de la proposition 1.1.4, il nous suffit de prendre un
voisinage ouvert U de rayon r/2 de Er (x) et Ie voisinage ouvert V = Br/2 (A n X \
Er (x)) contenant ainsi K et nous obtenons la conclusion demandee. D D
Proposition 2.1.2 [ 1 ]
Soil B un sous-ensemble compact de X. Soient K et L deux sous-ensembles
compacts de B t els que Cp (x) ^ CB (y), Vx eK et Vy e L. Alors il existe U et V
deux sous-ensembles ouverts disjoints deXtels que K czU, L czV et B cU uV.
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Demonstration
D'apres la proposition precedente, pour tout xe K, il existe Ux et Vx deux
ouverts disjoints de X tels que x e Ux et L c: Vx et B c: U^ uVx. Mais K c
|j U^ et on peut done extraire de ce recouvrement un sous-recouvrement fini
xeK
n
U^ ,...,Ux ^. D'autre part Lc Vx(k), pour k = 1 ... n, done L c FjV^ = V..1— ^) . ..— - ^ ^
Alors U et V ainsi constmits sont des ouverts disjoints contenant respectivement K
et L et recouvrant ainsi B. G D
Proposition 2.1.3 [ 4]
Soft A fine partiefermee de f-= [0,1]2 telle que, pout tout x e[0,1], I 'ensemble des
ordonnees y des points de A d 'abscisses x est un intervalle ferme non vide Ly
Alors leferme A rencontre la diagonale A du carre I2.
Demonstration
L'hypothese faite sur A nous permet de retenir que:
(1) Le ferme A rencontre les deux cotes horizontaux du carre I2 en
deux intervalles fermes Lo et Li.
(2) A est un continuum.
Verifions en effet que A est un ensemble connexe. Supposons Ie contraire; soient
done M et N deux fermes disjoints dans A tels que A = MuN; soulignons en
passant que M et N sont compacts dans IR. . Considerons la projection canonique
pr : I —> I, pr(x,y) = x; posons E = pr(M) et F = pr(N), alors E et F sont
compacts non vides dans I. Puisque M u N = A, alors on a d'apres (1), E uF =
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pr(A) = I; mais E et F ne peuvent pas etre une disconnexion de I qui est connexe,
par consequent soit a e E n F et considerons La. Alors
L,={yeI|(a,y)eA{
={y e 11 (a,y) 6 M} u {yel | (a,y) e N}
= (JnM)u(JnN),
nous venons ainsi d'obtenir une disconnexion de Lg par deux fermes, ce qui est
absurde car La est un intervalle ferme. A est done connexe.
Maintenant on peut supposer que (0,0) ^Lo et que (l,l)^Li, sinon Ie resultat est
deja demontre. Considerons alors la fonction continue fdefinie par f: 12 ^ I, (x,y)
h-> f(x,y) = x - y. Puisque A est un continuum d'apres (2), alors f(A) est un
intervalle de IR; d'autre part selon (1), il existe (0,yi) e Lo et (1,72) € L] tels que
yi. yi ^ ]OJ[- Or f(0,yi) est negatif tandis que f(l,y2) est positif ainsi f(A)
content 1'intervalle [f(0,yi), f(l,y2)] qui contient 0; il existe alors (a,P)e A tel que
f(a,P) = 0, c'est-a-dire il existe (a,a) eA. D U
Remarque 2.1.1
Cette propositon comprend done deux volets; Ie premier nous dit ceci: si A est
un ferme ( compact) de F disjoint des deux cotes horizontaux de F et tel que
tout segment vertical de I2 dont les extremites sont situees sur les cotes
horizontaux de I2 1'intersecte en un intervalle ferme, alors A est un continuum. Le
theoreme du continuum donnera une generalisation de ceci en rempla^ant les
segments par des arcs mais la conclusion sera que A contient un continuum. Le
deuxieme volet, 1'existence du point fixe, sera generalise par une application du
theoreme du continuum dans Ie troisieme paragraphe.
Voici done Ie theoreme du continuum:
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Theoreme 2.1.4 (du continuum) [1]
Soif K un sous-ensemble compact de 1 tel que K n IQ =0 et K n Ij = 0.
Supposons que
V a .'/—>•/ continue avec a(0) e IQ et a(l) e Ij, on a a(I) n K ^ 0. Alors
3C un continuum dans K tel que C no-I ^ 0 et C n ]I^0.
Demonstration
L'hypothese faite sur K nous assure que K intersecte les deux cotes horizontaux
/^
ol et il de F ; pour cela il suffit de prendre respectivement a(I) = ol et a(I) = il.
Supposons maintenant qu'un tel continuum C n'existe pas; alors pour tout x e K
n ol et tout y e il on a CK(X) ^ C^y), et ainsi d'apres la proposition 2.1.2, il
existe deux ouverts disjoints U et V de T~ tel que K n ol c U et K n il c: V et U
et V recouvrent K. On peut supposer d'une part que UuV est disjoint des deux
cotes horizontaux Ii, pour i = 0,1 et d'autre part que Un J = 0 et Vn ol =0.
^Considerons maintenant la partie compacte L = F \ (UuV) qui est disjointe de K.
Alors L peut etre recouverte par un nombre fini de boules ouvertes de rayon r et de




ou Ie rayon r est choisi comme suit: 3r = d(K,L); ceci etant dans Ie but de nous
assurer a ce que les parties des boules qui sont dans U ou dans V ne rencontrent




Ainsi deux elements quelconques de A peuvent etre relies par une 2r-chaine dans
A et d'apres la proposition 1.1.1, A est connexe; mais comme A est ouvert dans
IR , alors A est connexe par arc. De plus Io c A. Soulignons aussi que A ne
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rencontre pas Ie cote horizontal 11, En effet, sinon en joignant certains des x, par
des segments de droite, il est facile de construire a : 1—> F avec a(0)<= Io et
a(l)e Ii et a(I) nK = 0, ce qui est une contradiction.
Nous allons etudier maintenant la frontiere de A. Cette frontiere de A, 5(A) est
constituee d'une partie de la reunion finie des frontieres 5(Br(Xj)) des Br(xj). Or
0
on sait que 5(A) == A \ A ;alors 1'ensemble des frontieres des Br(Xj) est reparti
comme suit: celles qui ne sont pas dans la frontiere de A sont un nombre fini d'
arcs ouverts et celles qui sont dans la frontiere de A qui est par consequent
fbrmee d'un nombre fini d'arcs fermes. Ainsi en joignant ces arcs fermes nous
obtenons un arc C' inclus dans F \ L = (U^V) reliant ainsi les deux cotes
verticaux de I , car IQ c A et Ar^Ii= 0. Mais alors C' sera recouvert par les deux
ouverts disjoints Uet V , ce qui est absurde car C' est connexe. Q D
2.2 RAPPELS SUR L'EVDICE DE POINT FDCE
Voici maintenant un brefrappel sur Findice de point fixe de Lefschetz. Le but
de ce memoire n'etant pas de poursuivre une etude detaillee de la theorie de
1'homologie simpliciale, nous referons Ie lecteur a [5] et [9] pour la verification
des proprietes enoncees.
Definition 2.2.1
Un complexe simplicial K est une collection finie df ensembles finis tels que si s est
un ensemble dans K et si t est un sous-ensemble de s, alors t est dans K et appele
une face de s. Si seK et s contient p+J elements, alors s est appele un p-
simplexe (ou simplexe de dimension p). Les 0-simplexes sont dits les sommets de
K.




Soft K un complexe simplicial et s = fvg, Vj, ... ,Vp } un p-simplexe de K. Une
orientation sur s est un ordre sur les sommets modulo les permutations paires. Un
p-simplexe oriente est note <VQ, Vj,..., Vp >.
Definition 2.2.3
Soft K un complexe simplicial. Un complexe de chame (C(K), ff) est la donnee:
(1) d' unefamille C(K) ={Cq(K)}qez telle que Cq(K) est Ie groupe abelien libre
engendre par tous les q-simplexes orientes de K et tels que si Sj et s^ sont deux
representants d'orientation distincte d'un meme q-simplexe alors leur somme es1
nulle.
(2) c/' une famille d'homomorphismes de groupes 9={Qcj}qez< appele operateur





OU (Vg ,.. .,Vj ,... ,v^ ) ^ Ie (q-1)- simplexe obtenu en enlevant Ie sommet v,.
Remaraue 2.2.1
Soit (C(K),5) un complexe de chaine, alors 5q o 5q+i = 0, pour chaque q dans
Z. Ainsi Im5q+i est un sous-groupe propre de Ker<5q, ce qui permet d'introduire la
definition suivante
Definition 2.2.4
On appelle groupe d'homologie simpliciale de rang q d'un complexe simplicial
K, note Hq(K), Ie quot lent de Kerffq par Imffq+i.
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Definition 2.2.5
Soient (C(K),ff) et (C(L),S) deux complexes de chame. Une transformation de
chame de C(K) dans C(L) est la donnee, pour tout qeZ, cf'un homomorphisme Tq












(1) Dans la definition de Cq(K), lorsqu'on prend les coefficients de la
combinaison des q-simplexes dans un corps, IQ par exemple, alors cela munit
Cq(K) cTune structure de IQ-espace vectoriel et il en est de meme pour Hq(K).
(2) La transformation de chaine T de la definition 2.2.5 , induit d'une fa^on
naturelle une famille d' applications lineaires T*= (T*q: Hq(K) —> Hq(L)}qez.
La propriete suivante est tres importante, elle nous procure Ie lien entre les traces
Tr(Tq) et Tr(T*q).
Theoreme 2.2.Ude Hopf )[7]
SoU K un complexe simplicial de dimension n. Soil
Tq:Cq(K) -^ C,(K),qeZ,




Soft K un complexe simplicial de dimension n et soit
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T,:C,(K)->C,(K),qeZ,





(1) Maintenant, soit fune application continue d'un espace topologique X dans
X; nous allons etendre cette definition du nombre de Lefschetz d'une
transformation de chaine a la fonction continue f. Voici en quelques mots la
technique de 1'homologie simpliciale la-dessus. On approxime 1'espace X par un
complexe simplicial K (on dit alors qu'on triangularise X), et de f on passe a une
application (p de K dans K dite simpliciale (approximation simpliciale de f) et qui
a son tour induit une transformation de chaine C((p) de C(K) dans C(K); alors Ie
nombre de Lefschetz de C((p) est appele indice de Lefschetz de f, ?i(f). On admet
que ^(f) est independant du choix de 1'approximation simpliciale (p. II nous faut
done definir d'abord une application simpliciale et son nombre de Lefschetz.
(2) Soit K un complexe simplicial et Vi, ... , Vn des sommets. On note |K|
n






(c) { Vi| ri^ 0} est un simplexe de K.
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L 'ensemble /K/ muni de d defini ci-dessus est un espace metrique compact.
Definition 2.2.6
L 'espace metnque compact /K/ est appele realisation geometrique du complexe
simplicial K. Si s esf tin simplexe de K, alors I 'ensemble de tous les points
n
]>r,Vi dans /K/ tel que {v./r, ^0} =s forme un sous-espace appele realisation
i=l
geometrique de s et note /s /.
Definition 2.2.7
Un espace topologique X est dit un polyedre s 'il existe un complexe simplicial K
tel que /K/ est homeomorphe a X; si r est un homeomorphisme de /K / dans X,
alors Ie couple (K, r) esf une triangulation du polyedre X; Le polyedre X dont
(K, r) en est me triangulation est appele espace triangule et on Ie note (X,K,r).
Remarque 2.2.4
Si U est un ouvert de IR, alors U peut etre triangule.
Definition 2.2.8
Soient K et L deux complexes simpliciavx. Une fonction (p: K —> L, est dite une
application simpliciale si
(p({vo, ...,Vn}) ={ (p(vo),..., (p(v,,) },pour tout simplexe {vo, ..., v,,}eK.
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Remarques 2,2.5
(1) Soit K et L deux complexes simpliciaux et (p: K —> L une application
simpliciale . Alors (p induit une transformation de chaine C((p) : C(K) —> C(L) de
la maniere suivante
Cq((p)(< VQ, ... , Vq> )= < (p(Vo), ... , (p(Vq) >, VqeZ.
Cette meme transformation de chaine C((p) induit selon la remarque 2.2.2 (2) la
famille d'applications lineaires (C((p))* = { (C((p))*q : Hq(K) —> Hq(L)}.
(2) Considerons toujours (p: K—> L une application simpliciale; elle induit une
nouvelle application |(p|: |K[ -^ |L| , application definie pour tout
 
x= I rv^, e |K|, par ]<^[(x) = $: r^(v^.
i=l ' ' i=l
Definition 2.2.9
Soient K et K' deux complexes simpliciaux. On dit que K' esf une subdivision de
K lorsque:
(1) K el K' ont la memo realisation geometrique.
(2) Tout simplexe de Kf est contenu dans un simplexe de K.
Remaraue 2.2.6
Soit a un simplexe, et bar(a) son barycentre. Si K est un complexe simplicial,
alors on definit la subdivision barycentrique de K comme etant Ie complexe
simplicial SdK tels que ses sommets sont les bar(a) ou CT€ K et comme simplexes
< bar(ao), bar(oi),..., bar(0n)> ou les 01 sont des simplexes de K tels que pour
chaque i, ai est une face de Ci+i. SdK est appele la premiere subdivision
barycentrique de K; on peut done reprendre la meme operation sur SdK pour
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obtenir cette fois, Sd K la deuxieme subdivision barycentrique de K, et ainsi de
suitejusqu'a SdK.
Definition 2.2.10
Soit K un complexe simplicial et soit v un sommet de K. On appelle star de v et on
Ie note Star (v), I'ensemble K \ u{o~/ aest un simplexe, v^o-}.
Defimt!oiL2.2.11
Soif (X,K, T) et (Y,L, r') deux espaces triangules et f:X —> Y une fonction continue.
Uno application simpliciale (p :K—>L, esf dite une approximation simpliciale de f
si pour tout sommef v de K on a
f(Star(v))czStar(cp(v)).
Proposition 2.2.3
Soit f:/K/ —> Z/ i/77c fonction continue. Pour tout entier positif n, il existe une
approximation simpliciale (p : Sa r (K)—>L de f.
Remarques 2.2.7
Soit (^ une transformation de chame definie comme suit;
(:q:Cq(K) -^Cq(SdK)
tell e que pour tout sommet v de K, on pose (^o(v)= v; et on etend par linearite <^o:
Co(K) -^ Co(SdK); et on defmit par recurrence ^ :Ci(K) -^ Ci(SdK), W^\) est la
somme de tous les simplexes de SdK ayant la meme orientation que o et ou \G
designe la realisation geometrique de a sans compter la realisation geometrique
de toutes les faces propres de o. Cette transformation de chame est appelee
transformation de subdivision de K.
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Soit maintenant (X, K, x) un espace triangule ou dim(K) = n et soit f: X -» X
une fonction continue et fr : B.^X)-> Hp(X). Alors Hr(X) = 0 pour tout r plus grand
que n. Si SdK est une subdivision de K et (p est une approximation simpliciale de
T" fT et (;q : Cq(K) —> Cq(SdK), qeZ, une transformation de subdivision, d'apres
Ie theoreme de Hopf, on sait que:
^(-l)rTr(f,)=^(-l)'Tr(C,((pK,))
r=0 r=0
on pose alors la definition qui suit
Definition 2.2.12




Le nombre de Lefschelz de fesl un entier.
2.3 UNE PROPRIETE DE L'lNDICE DU POINT FDCE
Ce dernier paragraphe sera consacre a 1'etude des continua contenus dans Ie
compact Fix(f). Voici comment nous allons caracteriser Fix(f): si Findice de fest
non nul, alors Ie sous ensemble compact Fix(f) contient un continuum C. Ce
resultat sera etendu dans Ie cas d'espaces euclidiens de dimension infinie.
Nous allons commencer par rappeler a titre de remarque les differentes
proprietes de 1'indice de point flxe.
Definition 2.3.1
Soil f :U ouvert cz IR11 —> 11^ une fonct ion continue et soil Fix(f) = {xeU lf(x} =
55
x}, I 'ensemble des points fixes de f. On dit que f esf une fonction continue
admissible lorsque Fixff) est un sous-ensemble compact de U.
Remargue 2.3.1 [5]
Designons par C(U, ER") 1'ensemble des fonctions continues admissibles de U
dans IR". Alors on rappelle qu'un indice sur C(U, DR.") est une application de
C(U, Rn) -^ IZ qui a toute f de C(U, IRn) associe md(f, U, IR") dans IZ, 1'indice
de fsur U dans IR. qui verifie les cinq proprietes suivantes:
(1) [propriete du point fixe]
Si md(f, U, IRn) ^0 alors Fix(f) ^ 0.
(2) [propriete d'excision]
Si Fix(f) est contenu dans un sous-ensemble ouvert V contenu dans U alors
md(f,U,IRn)=ind(f,V,IRn).
(3) [propriete d'additivite]
Si V et W sont des sous-ensembles ouverts contenus dans U tels que Fix(f)c
VuW et Fix(f)nVnW = 0, alors ind(f, U, IRn) = ind(f, V, IRn) + md(f, W, IRn).
(4) [propriete de Phomotopie]
Soit h : Ux I—> IR. une homotopie continue et admissible c'est-a-dire Fix(fc) =
{(x,t) eUxI | h(x,t) = x } est un sous-ensemble compact de Uxl, alors
ind(ho, U, IRn) = ind(hi, U, IRn), ou hi(x) = h(x,t).
(5) [propriete de normalisation]
Si f est une fonction constante sur U alors md(f, U, JR ) = 1
Theoreme 2.3.1
Pour tout f e C(U,IR )Je nombre de Lefschetz de f, X(f) est un indice.
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Lemme 2.3.1
Soif V(=IP. x let soit h : V->1J€ une homotopie continue et admissible. Alors il
existe m et Wj, pour j = 0, ..., m-1, des sous-ensembles onverts de IP.1 tels quo
Fix(h)n(I^ x[j/m, (i^l)/m]) c= Wj-x [//m, (]+l)/m]c=V.
Demonstration
Soit (x,t) e Fix(h); nous allons utiliser Ie fait Fix(h) est un compact, produit de
deux compacts respectivement de IR et de I. Soit done Vx,t un sous-ensemble
ouvert de IR contenant x et Jx.i un sous-ensemble ouvert de I contenant t, ainsi
(x,t)e V^,tX Jx.tc- V. Soit t el fixe et posons ht la restriction de h sur la section de
niveau t du cylindre V; mais Fix(hi) est la premiere projection de Fix(h) n(IR
x{t}), par consequent Fix(hi) est aussi un compact dans IR Alors la famille des
Vx,t, (x,t) parcourant Fix(h), recouvre Fix(ht), et il existe un entier k tel que
k
Fix(ht) c V^i). m)U... uV^)^) = Vt. Posons d'autre part Ji = nj^j).i(,) .
J-l
Alors Fix(hi)x{t}c ViX J^ c V. Considerons maintenant Ie sous-ensemble compact
Fix(h) \ (Vt x J^) c V; la projection canonique sur I de Fix(h) \ (VfX 1^) est un
compact qui ne contient pas t, par consequent ne peut done pas contenir un
intervalle ouvert It de Jt. Nous avons alors Fix(h)n IR" x 1^0: VfX I^c V. La
famille Ii recouvre aussi I, soit done § > 0 Ie nombre de Lebesgue de ce
recouvrement. Prenons m tel que 1/m < §. Alors tout intervalle [j/m , (j+l)/m] est
contenu dans un certain If. Ainsi done
Fix(h)n(IR"x [j/m, (j+l)/m]) c: WjX [j/m, CJ+l)/m ],
Wj designant Vi ou t e [j/m , 0"+iym]. D D
Proposition 2.3.2




Soit m et W, comme dans la conclusion du lemme 2.3.1. Alors d'apres la
remarque 2.3.1, la propriete de Phomotopie, on a ind(hj/m, Wj, IR ) = ind(h^+iym ,
Wp IR") et d'apres cette meme remarque 2.3.1 , la propriete de 1'excision, on a
ind(ho, Vo, IRn) = ind(ho, Wo, IRn) et md(h ^^, Wj, IRn) = ind(h^iyn,, V^iym,
IR") = ind(h^iy^, W^, IRn) et enfm ind(hi, V^.iy^ IR") = ind(hi, Vi, IRn), En
posant done bout a bout les egalites issues de ces proprietes ( d'homotopie et
d'excision) on obtient 1'egalite ind(ho, Vo, IRn) = ind(hi, Vi, IRn). D D
A la liste des proprietes de 1'indice de points fixes enoncees ci-dessus, vient
s'aj outer une propriete dite du continuum, generalisant ainsi Ie theoreme de F.E.
Browder [2].
Proposition 2.3.3( du continuum)
Soft VczIR11 xl et h uno homotopie continue admissible telle que ind(ho, Vo, Il€)^
0. A J or s il exist e un continuum C me/us dans Fix(h) inter sect ant VQ el Vj.
Demonstration
Supposons Ie contraire. Alors aucune composante connexe du compact
Fix(h)n(Vox{0})==Fix(ho) ne rencontre Ie sous-ensemble compact Fix(h)n
(Vix{l}) = Fix(hi). D'apres la proposition 2.1.2 il existe deux ouverts disjoints A
et B contenant respectivement Fix(ho) et Fix (hi) et Fix(h) c AuB. Or Fix(h) \ B
Fix(h) n A est un sous-ensemble compact de A, par consequent la restriction de h
a A est encore une homotopie continue admissible et done, d'apres la proposition
precedente, on a ind(ho, Ao, IR") = ind(hi, Ai,IRn). Puisque Fix(hi)c B et que
Fix(hi) n A = 0 alors d'apres la propriete de point fixe ind(hi, Ai, IR. ) = 0.
D'autre part, comme Ao est un sous-ensemble de Vo, alors la propriete d'excision
nous assure que ind(ho, Ao, IR") = ind(ho, Vo, IRn). Mais alors ind(ho, Vo, IR ) = 0,
ce qui contredit 1' hypothese. D D
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Nous allons etendre ces resultats dans Ie cas d' espaces de dimension infinie,
Soit X un espace de Banach et U un sous ensemble ouvert de X. Nous aliens
devoir repondre a une question importante, a savoir si f est une fonction continue
admissible de U dans X alors les proprietes reliant ind(f, U, X) et Fix(f) seront-
elles encore maintenues? La reponse est affirmative dans certains cas et pour
parvenir a notre conclusion, etant donne que Fespace X est de dimension infinie
void la technique que nous allons adopter pour remedier a cela. On notera
(Xn }neiN WIG famille de sous-espaces de dimension flnie de X telle que
Xn cr Xn+i et IJX^ est dense dans X, On approchera en fait X par des sous-
neIN
espaces de dimension fmie.
D'autre part on decomposera Fix(f) en une suite de compacts Fix(fn) ou
fn: UnXn == Un^Xn SOUt telles que les fn sont admissibles, ou encore que Fix(fn)
est un sous-ensemble compact a partir d'un certain rang n , et done ind(fn, Un, Xn)
est un entier. Ainsi au travers de Xn et de fn, notre situation est ramenee au cas ou
1'espace est de dimension finie et ou la fonction est admissible; alors Ie resultat
attendu s'obtiendra par passage a la limite.
Enfin en demiere partie, nous donnerons une formulation de ce resultat dans Ie
cas des homotopies,
Voici tout d'abord la definition de la suite fn dont il est question ici, elle
generalise celle donnee par W.V. Petryshyn [14] et F.E. Browder [3].
Definition 2.3.2
Soitf: U —> X une fonction continue et admissible. Soil f^: UnX^->X^, neINune
suite de fonctions continues. On dit que {fn}new est un schema admissible pour f
si pour toute suite {^n}eiN te^e xn e Fix(f^)) et k(n) —> oo, il existe x e Fixff) et une
sous-suite d'indices n(j) tels quo x,,^ —>x.
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Lemme 2.3.2
Soil f: U—> X une fonction continue admissible et soit ffnfneiN un schema
admissible pour f. Alors il existe un entier N tel que Vindice de points fixes de f^
sur U^, note md(fnU^, X^), est un entier pour n ^N.
Demonstration
Nous allons done montrer que pour n assez grand, fn est admissible c'est-a-dire
que Fix(fn) est un compact. Soit done V un sous-ensemble ouvert borne de U tel
que Fix(f) c VcVcU. Prouvons d'abord qu'il existe no tel que n > n entraine
que Fix(fn) c: V: si tel n'esf pas Ie cas alors, il existe kn —> oo tel que Xn e
Fix(4(n)) \V; or {fn} est un schema admissible pour f, alors 11 existe une sous-
suite Xn(j)-> x pour un xe Fix(f)c V, mats alors Xn(j) e V pour j assez grand, ce qui
est contradictoire,
Ainsi done, si n > no, Fix(fn) cV c U et Fix(fn) est ferme dans V , done dans X.
Mais alors Fix(fn) est ferme dans Ie compact Xn nV, d'ou Fix(fn) est un compact
dans Un. C'est-a-dire que les fn sont des fonctions continues admissibles pour n
assez grand, G 3
Nous venons d 'etablir qu'a partir d'un cetrain rang les termes d'un schema
admissible sont admissibles, c'est-a-dire Fix(fn) est un compact. La proposition
suivante nous donne, selon la definition des fn un resultat sur Fix(f).
Proposition 2.3.4
Soil f^ un schema admissible pour f. Si ind(f^, U^X^ ^ 0 pour un nombre infini
d'indices n, alors Fixff) ^ 0.
Demonstration
Puisque ind(fn. Un, Xn) ^ 0, alors il existe ynG Fix(fn), et done il existe n^ tel que
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yn(k) converge vers y; ye Fix(f). D G
Nous allons maintenant donner une formulation de notre probleme dans Ie
langage des homotopies. Tous les resultats qui suivent decoulent du lemme 2.3.2.
Soit V un sous-ensemble ouvert de Xxl et soit h une homotopie continue
admissible de V dans X. Posons hn: Vn —> Xn une suite d'homotopies continues ou
Vn= Vn (Xn X I). On dit que {hn}neiN est un schema admissible d'homotopie pour
h si pour toute suite {(Xn, tn)}neiN ou (Xn, tn)e Fix(hn^) et kn -> oo, il existe (x,t) e
Fix(h) et une sous-suite d'indices n, telle que (Xn^, tn(,))-> (x,t). Alors pour
chaque t dans I, si on designe par hn,t la fonction defmie par hn,t(x) =hn(x,t) ou x est
dans (Vn)t, la section de niveau t du cylindre Vn (XnXl), alors ind(hn.t, Vn.i, Xn) est
un entier, pour n assez grand. La preuve de ce fait est identique a celle du lemme
2.3.2. Void done une general! sation de la proposition 2.3.3.
Proposition 2.3.5(continuum)
Soil V un ouverfXxf oil X est un espace de Banach. Soit h: V—>X, une homotopie
continue admissible. Soil h^:V^—>X^ un schema admissible pour h. Si on suppose
que mdft^o , V^o , ^^ 0 pour un nombre infini d'indices n, alors il existe un
continuum C inclus dans Fixft) el inlersectant VQ et Vj.
Demonstration
Sans perte de generalite on peut supposer que ind(hn,o, Vn^o, Xn) ^ 0 pour tout n.
D'apres la proposition 2.3.3, en dimension fmie, il existe un continuum Cn
contenu dans Fix(hn) intersectant Vn^o et Vn,i. Soft done (Xn,0)e Vn.o n Cn, et
comme (Xn,0)e Fix(hn) alors quitte a eliminer des Xn, il existe (x,0)e Fix(h) tel
que (Xn,0)-^ (x,0).
De meme soit (Xn,l) eVn^n Cn et (Xn,l)eFix(hn); alors il existe (x,l)e Fix(h) tel
que(xn,l)->(x,l).
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Posons done K= Fix(h) n ( |jFix(h^)), N est tel que a partir de ce rang les hn
nSN
sont admissibles; 1'ensemble K est done un compact. L'ensemble des points
limites des suites des points de K forme alors, d'apres Ie theoreme 1.1.5, un
continuum reliant done (x,0) et (x,l). D D
Remaraue 2.3.2
Comme nous 1'avons indique au debut de ce chapitre, notre etude est axee sur
1'ensemble Fix(f). Ainsi si K esf un compact d'un espace de Banach X, si V est
un ouvert de X contenant K, et si les Xn sont des sous-espaces vectoriels
emboites de dimension flnie de X et dont la reunion est dense dans X, nous dirons
que fn: Vn= X^~V—> Xn , des fonctions continues admissibles, est un schema
admissible pour K, si pour toute suite {Xn}neN telle que Xn e Fix(fnn)) et kn —> oo ,
il existe xe K et sous-suite d'indices nj telle que Xn(,)-> x. On obtient done comme
consequences des resultats precedents les resultats suivants;
(1) Soit fn un schema admissible pour K. Si pour un nombre infini d'indices n,
ind(fn,Vn, Xn)^0, alors K ^ 0.
(2) Soit fn : Vn-> Xn un schema admissible d'homotopies continues pour K c
Xxl et V un ouvert de Xxl. On suppose que ind(hn,o, Vn,o, Xn) ^0, pour un nombre




Nous avons presente dans ce memoire, la methode de continuation. A cette fin,
nous avons aborde une etude detaillee des continua et en particulier dans les
espaces metriques compacts. Nous avons etabli une propriete des continua dans
un compact. Nous avons ensuite termine par un theoreme du continuum; ce
theoreme est enonce dans Ie cas du carre F, ensuite applique au cas du cylindre
Xxl (etude de 1'ensemble des points fixes d'une homotopie continue) et enfin nous
avons generalise ce demier resultat dans Ie cas ou X est de dimension infinie, une
demarche qui fait appel a la premiere propriete du continuum dans un compact.
L'etude de point fixe permet entre autre d'obtenir 1'existence d'une solution
d'une equation differentielle. II aurait done ete interessant d'appliquer Ie theoreme
du continuum par exemple a Petude d'un probleme variationnel. Nous indiquons
que ce travail a ete fait par J.-M. BELLEY et G. FOURNIER [I], dans Ie cas
d'une equation de mouvement d'un pendule force.
Nous esperons que la lecture de ce memoire est Ie debut d'un continuum dans
Fetude de la theorie du continuum...
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